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AKADEMIE - v =

VvSEM Logika a mnoziny
Uvod kazdé prezentace by mél byt jako spravna minisukng, tj. kratky, plny pislibi, a prece
cudn¢ zdrZenlivy.
Autor jedné z nejoriginalnéjSich filosofickych koncepci 20. stoleti A. N. Whitehead napsal:
,,Prvni ¢lovek, ktery si v§Siml analogie mezi skupinou sedmi ryb a skupinou sedmi dni, ud¢lal
pozoruhodny krok v d¢jinach mysleni. Byl prvnim ¢lovékem, ktery uvazoval 0 pojmu
patficim do ¢isté matematiky.
Rovnéz nikdy nikdo nenakreslil kruznici ¢1i bod.
Vsechny geometrické pojmy jsou idealizovany, jsou absolutné dokonalé, proto nerealné.
Matematika by bez abstrakce, idealizace a fantazie nikdy neexistovala. Domnivat se, ze
fantazii potfebuje pouze um¢élec, je hluboky omyl.
Pro ty, ktefi neznaji matematiku, je slozité dostat se k takovym pocitim jako je krasa,
nejhlubsi krasa prirody...
Pokud se chcete néco dozveédéet o prirodé, ocenovat prirodu, je nutné rozumét jazyku, kterym
mluvi.
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AKADEMIE

veemM Logika a mnoziny

Kepler mohl odvodit z pozorovani, ktera udé¢lal Tycho Brahe, své zakony o pohybu planet
pouze z diivodu, Ze uz 2000 let pred nim vypracovali fecti matematici teorii kuzelosecek.
Prvni zietelné a jasné prirovnani matematiky k jazyku védy vyslovil Galileo Galilei:
,,F1losofie svéta je obsazena v grandiozni knize stale otevirené vsem a kazdemu — myslim tim
Knihu prirody. Porozumeét ji vsak miize jen ten, kdo se nauci jejimu jazyku a pismu, jimz e
napsana. Napsana je Jazykem matematiky a jejim pismem JSOU matematicke vzorce.

Smysl tohoto Galileiho prirovnani je samoziejm¢ hlubsi. Bez matematiky by mnohé
technické 1 naucné objevy nebyly mozné. Galiletiv basnicky pfimér plati svym zplsobem
stale (I pfes odstup Ctyi stoleti).

Jeden z nejvétsich fyzika 20. stol. Werner Heisenberg charakterizoval postaveni matematiky
Vv soucasné fyzice velmi podobné:

ZPiivodnim, prvotnim jazykem, ktery vznika v procesu védeckeho osvojovani faktu, je obvykle
pro fyziku jazyk matematiky, zviaste pak matematické schema, které fyzikiim dovoluje
predvidat vysledky budoucich experimentii.*
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AKADEMIE - v =

VvSEM Logika a mnoziny
Newton mohl vybudovat svou nebeskou mechaniku pouze tehdy, kdyz uz byly polozeny
zaklady diferencialniho a integralniho poctu.
Lze rici, ze pro matematiku i logiku je charakteristicka jeji systematicnost, ale také je velmi
dilezita hospodarnost 1 obsaznost jejiho vyjadiovani. Matematicka a logicka symbolika
umoznuji zjednodusit zapis informaci, zpichlednit jej a vhodné prizplsobit dalSimu
zpracovani.
V rozvoji takovych formalizovanych zapist se pied nedavnem objevil novy smér — je spjat
s vypocetni technikou a jejim vyuzitim V nejriznéjSich oblastech lidské ¢innosti. Se strojem
je nutno ,hovortit*, komunikovat, stroji je tfeba predem urcit zptisoby rozhodovani ve vSech
v uvahu pfichazejicich situacich tak, aby mohl vybrat v danych podminkach nejspravné;si
postup.
Stroj bézné feci nerozumi. Je tfeba S nim ,,rozmlouvat® jazykem jemu srozumitelnym — t.
Jazykem pfesnym, jednozna¢nym, neobsahujicim zadnou nedostateCnou nebo nadbytecnou
Informaci.
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AKADEMIE - V=

VvSEM Logika a mnoziny
Dnes se uziva celé tady jazykovych systémi, jejichz prostfednictvim stroje sdélované
Informace pfijimaji, jednoznacné a spolehlivé s nimi pracuji.
To je také jedno z tajemstvi rychlosti pocitaci, schopnosti snadno zvladnout I nejnaro¢néjsi
numerické a logické operace.
Za tisicileti své existence prosla matematika velkou a slozitou cestou, béhem niz se nejednou
zménil jeji charakter, obsah a styl vykladu.
Z primitivniho obratného pocitani s kaminky na pocitadle a od jednoduchych zaznamu
na vrubovkach vyrostla matematika dnes v rozsahlou védni disciplinu S vlastnim pifedmétem
zkoumani a se specifickou metodikou. Vpracovala si vlastni jazyk, velmi presny a
ekonomicky, neobycejné efektivni nejen pro matematiku samu, ale 1 pro cetné oblasti
matematickych aplikaci.
Uved’'me jesté vyjadreni ruského matematika Pafnutije Lvovice Cebyseva:
,Matematika vznikla a rozvijela se vlivem vseobecného zakladniho ukolu veskeré lidské
cinnosti — pouzivat existujicich prostredkii K dosazeni nejvétsiho uzitku.
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AKADEMIE - V=
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AKADEMIE - v =

VvSEM Logika a mnoziny
Kazda véda (tedy | ekonomie) nas nuti, abychom definovali nové pojmy 1 vytvoiili nové
teorie. Jejich cilem je strhnout sténu rozport, ktera Casto tarasi cestu védeckému pokroku.
Zde je role matematiky i logiky nezastupitelna.
Vsechny podstatné myslenky Vv libovolné védé se zrodily z dramatické srazky mezi realitou
a nasim usilim tuto realitu pochopit — objevi se problém, jehoZ feSeni vyzaduje novych zasad.
S novou teorii se snazime nalézt Svou cestu bludistém pozorovanych faktli a usporadat
a pochopit svét svych smyslovych doymad.
Z4dame, aby pozorovana fakta logicky vyplyvala z naseho obrazu skuteénosti.
Bez viry, ze Je mozno postihnout skute¢nost nasimi teoretickymi konstrukcemi, bez viry
ve vnitini harmonii naseho svéta by nebylo védy.

Tato vira Je a vzdy zlstane zakladnim motivem vseho védeckého tvoreni. Ve vSem nasem
usili, v kazdém dramatickém zapoleni mezi starymi a novymi ndzory poznavame veécnou
snahu o0 porozumeéni, vé¢nou a Ppevnou viru v harmonii naseho svéta, ktera stale sili rostoucimi
obtiZzemui, jez se stave¢ji v cestu nasi chapavosti.
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AKADEMIE - V=

VvSEM Logika a mnoziny
KdyZz védec nezna odpovéd’ na problém, Zije v nevédomosti. Kdyz vysledek tusi, Zije
Vv nejistoté. A kdyz ma proklaté velkou jistotu o charakteru vysledku, jesté porad ho hlodaji
n¢jaké pochybnosti.
Zjistili jsme, Ze pro dosazeni pokroku to ma ohromny vyznam. Musime uznat nasi ignoranci
a ponechat prostor pochybam. Védecké poznatky jsou souborem tvrzeni pronesenych
S riznym stupném jistoty — néktera tvrzeni jSou naprosto nejista, néktera skoro jista, ale
zadna nejsou jista absolutngé.
Matematika je véda zabyvajici se z formalniho hlediska kvantitou, strukturou, prostorem
a zménou. Mezi jinymi védami Se vyznacuje nejvyssi mirou abstrakce a presnosti.
Diky témto vlastnostem je matematika casto oznacovana za kralovnu véd a logika za
knéZnu véd.
V jeji historii se zrcadli mnohé z nejhlubsich myslenek bezpoctu generaci lidstva.
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AKADEMIE

VSEM Mnoziny

Matematické objekty maji vesmes abstraktni charakter (at’ jiz jde o Cisla, zobrazeni, funkce,
operace, relace, plochy, struktury, ptip. néco jiného) a zakladnim pozadavkem je tedy
spravn¢ rozumét jazyku, jimz matematika o téchto objektech hovofi.

Jazyk matematiky v sobé sdruzuje prostredky potiebné pro zavadéni a popis vlastnosti
matematickych objektt a je vysledkem dlouhodobého vyvoje.

Dnes je mozné 0 jJazyce matematiky fici, ze jde 0 mnozinové logicky jazyk matematiky.
Jak tato véta napovida, zakladnim matematickym pojmem je mnoZina.

MnoZina je souhrn objektit urcitych viastnosti, které chapeme jako celek.

Uvedeny popis pojmu mnozina neni mozné pokladat za jeji definici. Poznamenejme, ze
mnozinu také nelze definovat v né¢jakém bézném smyslu v elementarni logice.

Dale si vSimnéme, ze V této filosofické definici slovo souhrn nahrazuje slovo mnozina.
Objekty mnoziny Se nazyvaji prvky mnoziny.
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AKADEMIE

VSEM Mnoziny

Charakterizujici vlastnosti mnoziny Je, ze je jednoznacné urCena svymi prvky (ale nevsima
si Jejich poradi ani zadné dalsi struktury).

V matematice existuje abstraktni teorie mnozin, zkoumajici mnoziny z formalniho hlediska.
Soucasna axiomaticka teorie mnozin se vyvinula béhem dvacatého stoleti z naivni teorie
mnozin, kterou zavedli Georg Cantor a dalsi koncem 19. stoleti.

Dale se omezime na mnoziny, které obsahuji rtizné typy cisel, pfip. S nimi souvisi.

V tzv. naivni teoril mnozin bylo dosazeno mnoha vynikajicich vysledkt v oblasti zkoumani
vlastnosti nekone¢nych mnozin, coz byla ostatné¢ hlavni Cantorova motivace pro jeji
vytvoreni.

Georg Cantor pouzival tuto definici mnoziny: Mnozinou A rozumime souhrn urcitych a
rozlisitelnych objektit X existujicich vV nasi mysli. Temto objektiim rikame prvky mnoZiny A.
Prvni presny popis téchto objekti byl ve spisu prazského rodaka Bernarda Bolzana o
zkoumani nekonecnych mnozin.
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AKADEMIE v = v ’

L-\'Vém Mnoziny - znaceni

a) Mnoziny se oznacuji velkymi pismeny latinské abecedy A, B, C, ..., prip. S indexy.
Pro nékteré mnoziny (specialné ¢iselné) jsou vyhrazena specialni pismena.

b) Prvky mnozin se oznacuji malymi pismeny latinské abecedy a, b, c, ..., prip. s indexy:.

c) Pripousti se mnozina, ktera neobsahuje zadné prvky, nazyva se prazdnou mnozinou
a znaci se symbolem @

d) Symbolem a € A se oznacuje tvrzeni: a je prvkem mnoziny A (a patii do mnoziny A).

e) Symbolem a €& A se oznaCuje tvrzeni. a neni prvkem mnoziny A
(a nepatii do mnoziny A).

f) Jestlize A Je konena mnozina obsahujici pravé prvky a,, a,, ..., a,, potom se tato
skute¢nost zapisuje A={a,, a,, ..., a, }, tzn. mnozina A je zapsana vyctem prvki.

g) Jsou-li A a B mnoziny, potom mnozina A je rovna mnozin¢ B (a oznacuje se A=B)
prave tehdy, jestlize mnoziny A a B maji stejné prvky.
V opac¢ném piipad¢ jde 0 rizné mnoziny A a B, tato skute¢nost se zapisuje A#B.

Akademie VSEM - stiedni $kola Matematika 1. roénik 11



AKADEMIE

\'VSEM Mnoziny - znaceni

Tvrzeni A je neprazdna mnozina nebo zapis A + @ znamend, Ze mnozina A obsahuje alespon
jeden prvek.

N¢které mnoziny se takto standardné oznacuji:
N mnozina vSech kladnych prirozenych Cisel,
Z mnozina vSech celych Cisel,
Q mnoZina vSech racionalnich Cisel,
R mnozina vSech redlnych Cisel.
Jsou-li a a b prvky,
potom uréité {a, b} = {b, a}, t]. nezalezi na poradi zapisu prvki a a b v mnoziné.
MnozZinu {a, b} nazyvame neusporadanou dvojici prvkii a a b.

Piklad 1.
Urcité plati {1,2} = {2, 1} = {1, 2,2, 1}.
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AKADEMIE -

veEM Logika
Logiku je obvyklé charakterizovat jako analyzu metod lidského mysleni nebo uvazovani,
coz odpovida I etymologii slova logika (znamenala ptiivodné ,,uméni feci®).
Slovo logika je odvozeno z teckého Aoyoc (Cti logos, coz Vv fectiné znamena slovo ¢i
,,smysluplna“ te¢, nebo také pojem — odvozeno ze slovesa legein, coz je sbirat, mluvit,
pocitat).
Termin logika skryva vice vyznami — V soucasnosti Se pouziva jako myslenkova cesta, ktera
vede k danym zaveértim.
Jde o0 formalni védu, zkoumajici pravé zpusob odvozovani spravnych zavéra z pravdivych
tvrzeni.
S logikou jsou potize. Topime se vV problémech a tusime, ze mnohé z nich by byly feSitelné
lepsim uplatnénim logiky. Kvalita mysSleni urCuje uspésnost kazdého jednotlivce
| spole¢nosti.
Vadné mySleni, at’ je to nespravny vybér argumentii nebo logické chyby, stoji obrovské
prostiredky a vede k frustraci.
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AKADEMIE

veEM Logika

Casto se slovo logika objevuje s rznymi ptivlastky, hovoii se 0 matematické logice,
formalni logice, symbolické logice, ale také o pravdépodobnostni logice, deontické logice a
mnoha dalSich.

Termin logika se Casto vyskytuje 1 v bézné feci V rozmanitych slovnich spojenich jako to
nema zadnou logiku, neuprosna logika vyvoje ... apod. Mozna to bude tim, ze pii definici
logiky se pouziva termin mysleni, aniz bychom si rozmysleli, co mysleni je.

Mysleni je takovy proces zpracovani informace, aby bylo dosaZeno néjakého cile.

Logika je tedy véda 0 spravném vedeni tohoto procesu.

Evangelista sv. Jan v prvnim versi prvni kapitoly svého Evangelia pravi, ze na pocatku bylo
Slovo (tJ. Aoyoc) , tedy jazyk, mysleni, uvazovani, ale také rad véci.

Logik si v této souvislosti klade otazku, jak tento tad uchopit, co je pravda, co je
Z pravdivych tvrzeni odvoditelné, také jak obtizné je dusledky odvodit.

Logické odvozovani se odehrava v jazyce. Kazda védni disciplina Si vytvari sviyj jJazyk, ma
své pojmy, tedy svou logiku.
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AKADEMIE

veEM Logika

Jsou dva zpusoby, jak se dozvédét néco 0 pravdivosti vyroki a korektnosti tvrzeni — rozum a
dikazy. Mame dat pifednost dikaziim nebo rozumu?

Logika strani rozumu, ale jen do urcité miry. Zda se, ze logické dikazy jsou redukovany na
posloupnosti diikazi.

Zkouma-li se né¢jaka struktura, postupuje se casto tak, ze se formuluje tvrzeni 0 této
struktufe, ktera Jsou evidentni a ktera tuto strukturu pokud mozno co nejlépe vystihuji.

Potom se na zaklad¢ jistych pravidel usuzovani snazime odvodit dalsi netrivialni tvrzeni
0 zkoumane strukture.
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veeM Logika

Logika se vyrazn¢ rozvinula I v matematice, a tak je také fazena I do matematiky,

a zpravidla se nazyva matematicka logika.

Termin matematicka logika je mozno chapat jako:

a) cast logiky, kterd pouziva matematické prostiedky a metody (v tomto pripad¢ hovorime
také 0 symbolické nebo formalni logice),

b) logiku, ktera se pouziva v matematice (tzn. matematika a jeji jazyk je nejen
nastrojem, ale I predmétem teoretickych tvah — v takovém pripadé se spiSe nez
0 matematické logice hovoii 0 metamatematice, tj. o discipling, ktera se vénuje jazyku
matematiky).

Budeme se samoziejm¢e zabyvat spisSe témi aspekty logiky, které nejsou tak striktné svazany

s matematikou samotnou a které maji obecnéjsi metodologicky dosah.
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veeM Logika
Logika (a také matematicka logika) se musi budovat velice opatrn¢, abychom nedospéli ke
sporum, které se také oznacuji jako paradoxy (paradox je jazykovy vyraz prekvapivého
vyznamu hebo usudek S neocekavanym mnohdy protiintuitivnim zavérem, z feckych slov
para, coz znamena zvraceny, a doxa, coz Je myslenka; ve starovéké filosofii nazyvany téz
antinomie nebo aporie). Nejznaméjsi je paradox lhare, nazyvany také paradox Krétana cCi
Epimenidiv paradox. Piivodni znéni paradoxu vyslovené Epimenidem je:
. Vsichni Krétane jsou lhari.*
Podstatné je, ze autorem tohoto vyroku je Epimenidés, ktery je sam Krét'an. Zptisob, kterym
z tohoto faktu vyplyva logicky spor, je shodny pro vSechny formulace.
Paradox lhare je ziejme nejmodernéjsi reformulaci popisovaného paradoxu.
Zni takto: ,,Ted’ [Zu.** &1 ,,Tato véta je nepravdiva.
Reseni paradoxu — v soucasné dobé se paradox lhate fesi tak, Zze se (obecny) jazyk rozéleni
do nékolika urovni (jazyk, metajazyk, metametajazyk, ...) a stanovi se, ze na kazdé z téchto
urovni lze hovorit jen 0 trovnich (ostie) nizSich. Pak véta ,,Tato véta je nepravdiva.“ je vétou
n¢jaké urovné jazyka, ktera hovoii sama o0 sob¢, tedy 0 své vlastni tirovni, coz bylo zakazano.
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veeM Logika
Ve vyjadifovani zalezi | na umisténi ¢arky:
Ve stiedoveku byl jakysi lupic odsouzen k trestu smrti.
Z4dal krale o milost.
Kral odpovédel tremi slovy:
POPRAVIT NE MILOST
Toto tvrzeni nedava smysl,
ale napiSeme-li:
POPRAVIT, NE MILOST
Znamena 1o, zZe lupi¢ ma byt popraven, protoze nedostal milost.
ZapiSeme-lI:
POPRAVIT NE, MILOST
Znamena 1o, ze lupic¢ dostal milost a nema byt popraven.

Mezi dvéma umisténimi ¢arky je rozdil jednoho lidského Zivota.
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veEM Vyrokovy pocet
Vyrokovy pocet se zabyva studiem vyroku, jejich vytvarenim, jejich pravdivosti a jejich
odvozovanim.
Ani matematicky, ani logicky nelze pojem vyrok (podobn¢ jako pojem mnozina) definovat.
Lze jej vymezit pouze filosofickou definici:
Vyrok je gramaticka véta, u které ma smysl otazka, zda je pravdiva ¢i nepravdiva.
Pravdivost nebo nepravdivost vyroku ale nemusime znat. Vyroky zachycuji existenci
objektl, zachycuji stavy a popisuji déje.
Vyroky budeme znacit vyrokovymi proménnymi a, b, c, ..., X, Y, Z.
Z hlediska gramatického vyrok musi byt oznamovaci véta, ale také plati: ne kazda
oznamovaci véta je vyrok.
Priklad 2.
a) Véta , Kéz by snézilo!* neni vyrok, protoze jde 0 praci vétu, U které nema smysl klast
otazku 0 jeji pravdivosti nebo nepravdivosti.
b) ,,Sn€zi?* neni vyrok, protoze jde 0 tazaci vétu.
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veEM Vyrokovy pocet
Vyrokovy pocet pracuje se zakladnimi vyroky a zjistuje pravdivost ¢i nepravdivost
slozenych vyrokii na zaklad¢ pravdivosti ¢i nepravdivosti zdkladnich vyroku. Jak vznikaji
slozené vyroky?
Mezi terminy logické povahy existuje mala vybrana skupina slov jako .,ne...*, .,...a...“,
»---NEDO...%, ,JjestliZe..., potom ...%, .,... pravé tehdy, jestlize ...“.
Vsechna tato slova jsou nam velmi dobie znama z bézného jazyka a jsou prostiedkem
vytvareni sloZzenych vyrokli z jednodussich vyroki. V gramatice jsou (s vyjimkou slova
,,Ne*) fazena K tzv. vétnym spojkam (v logice se nazyvaji logické spojky).
Stanovit vyznam a zptsob pouzivani téchto slov (logickych spojek) je ukolem zakladni ¢asti
matematické logiky, kterd se nazyva vyrokovym poctem.
uzitim logickych operaci pomoci logickych spojek (mnohdy ztotoziiujeme logické operace
s logickymi spojkami).
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AKADEMIE

VSEM Logickeé operace a spojky

VVVVVV

VVVVVV

Bude uvedeno pét logickych operaci (negace, disjunkce, konjunkce, implikace
a ekvivalence), Jejich uziti v logickych operacich pfi vytvareni logickych souvéti, a také
Cteni spojek. Vyroky se budou oznacovat zpravidla malymi pismeny abecedy.

Negace vyroku p

Negace je jedina spojka, ktera se vaze praveé na jeden vyrok (proto jde o unarni spojku).
Negace vyroku p se zapisuje —p a ¢te se ,,non p* (Cesky ,,neni pravda, Ze p*).

Vyroku se prifazuje hodnota

* 0, jde-li 0 vyrok nepravdivy,

* 1, piyde-l1 o vyrok pravdivy.

Je pouzito oznaceni pravdivestnich hodnot pravda a nepravda cislice 1 a 0
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vSEM Negace vyroku p

P P
0 1
1 0

Pravdivé a nepravdivé vyroky maji zajimavy vztah, realizovany spojkou negace:

a) Z kazdého pravdivého vyroku Ize udélat nepravdivy — napt. K vyroku ,,St7ibro je Zluté.*
mechanicky odvodit nepravdu ,,Neni pravda, ze stribro je zlute.”, coz lze ekvivalentn¢
vyjadrit ,,Stribro neni zZluté.

b) Z kazdého nepravdivého vyroku lze udélat pravdivy — napt. Kk vyroku ,,Zlato je fialove.*
mechanicky odvodit pravdu ,,Neni pravda, ze zlato je fialove.*, coz lze ekvivalentné
vyjadriit ,,Zlato neni fialove.

Pozor: negace je velmi nachylna k chybam. Je to proto, ze pfirozeny jJazyk zna nékolik

zpusobll vytvaieni opaku. Opakem ,.cerné barvy“ je pro nc¢koho ,,bild*, pro jiného ,,bild

nebo barevnd*, pro logika je to pouze barva ,,necerna.
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VvSEM Konjunkce vyrokl p a q

Dalsi spojky jsou spojky, které se vazi pravé na dva vyroky, proto jde o binarni spojky:.
Konjunkce vyroki p a q se zapisuje p A g a cte se ,, p et q*
(Cesky ,,p a g*“ nebo ,,p a soucasné q*).

p q PAq
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Logicka spojka konjunkce se vyjadruje ¢eskou spojkou a, ale ne kazdé Ceské a vyjadruje
konjunkcl, pro niz je charakteristické, ze U ni nezalezi na poradi vyroki, tj. p AgagAp
maji stejné pravdivostni ohodnoceni.
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